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Teoria de la codificacion

El espacio vectorial 7

En el conjunto Z, = {0,1} de las clases de los restos médulo 2, definimos las operaciones de
suma y producto de clases (como se han definido en aritmética modular):

* 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

¢Cudl es el opuesto de 1 respecto de la suma? Pues 1, es decir, -1 =1. Por tanto, en Z,, la
RESTA se define igual que la suma: 0-1=0+1=1-0=1+0=1,1-1=1+1=0, 0-0=0.

Con estas operaciones se verifica que (Z, ,+,) es un cuerpo conmutativo.
22 ={(4rt, ) i, € Z,={0,1}, Vk=1..n}
Se define lasuma (7,...7, ) + (Jivonfy )= (i + Jireordy + f, ) € 70

Se define la ley externa 2 € Z,, 2 -(f,....i, ) = (A4, Al ) € 7

(1,0,0,1)-(1,0,0,1)=(0,0,0,0)=(1,0,0,1)+(1,0,0,1)
(Z5 *+,) es un espacio vectorial sobre Z,

Subespacios Vectoriales de Z] .

L{(1,0 1)}):{(1,6,6,1
L({(1,0,0,1),(1,0,0,0))={(0,0,0,0),(1,0,0,1),(1,0,0,0),(0,0,0,1%

(yaque (0,0,0,1)=(1,0,0,1)+(1,0,0,0
Dado A = {;1,...,Xk}c Z; construimos:

L(A) = {2 X, + oot 2 Xy / Ty € 2220, 13)

¢Cudntos vectores tiene L(A)? Si A son k vectores linealmente independiente, es decir, si A
es base de L(A) (luego dim(L(A))=|A|=k), entonces |L(A)|=2* (es un buen ejercicio de
combinatoria).

Ejemplo: A={(1,0,0,1,0),(1,0,0,0,1),(1,0,0,0,0)} ¢Son linealmente independientes?
10010 10010 10010
100014550001 1|—>[000T1 1|¢)ps
10000 00010 00001
(*) como la matriz tiene rango 3, los vectores son l.i. = dim L(A)=3
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1too01o0 10000
=0 001 0]—%—>|0 0 0 1 0| Forma candnica por filas (Echelon-Fila)
00001 00001

Por tanto, dim L(A)=3, |L(A)|=23=8,

B =1{(1,0,0,0,0),(0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)}es la base mds sencilla de L(A).

Ademds, dim L(A)= rg(matriz que forman los vectores de A).

Base canénica o usual de 77: {gl =(1,0,..,0), ez =(0 1 ,...,5),...,eﬁn =(0,.,0,1)}

Ecuaciones paramétricas e implicitas de un s.v. de Z}: evidentemente se construyen igual
que para los subespacios vectoriales de R”. Veamos un ejemplo:
Seaelsv. S=L({(1,1,1,0),(1,0,0,1),(1,1,1,1)}). Como estos tres vectores son s.g. de S

y Li. (se puede comprobar calculando el rango de la matriz que forman los tres vectores), se
verifica que son base de S, por tanto dimS=3, |S|=2°y las ecuaciones paramétricas de S son:

X 1 1 1 X =a+f+y
, - x| —|1] =|0] |1 ——— X,=a+y
Ecuaciones paramétricas de S:| _~ |=a| _ [+ B| _ |+y|_| con a,.ByeZ, =4 = _ _
X, 1 0 1 Xy=a+y
x) o) (1) (1 X, =f+y

Se pueden calcular los 8 vectores de S dando valores 0 y 1 alos pardmetros a,8y 7 .
Eliminamos los pardmetros «,8y y para obtener las ecuaciones implicitas de S:

Ecuaciones implicitas de S:

11 1x 111 x 111 x 111 x

10 1x| (011 x 01 1 x 011 x
e = ] = | - e — - - e = | =
1 0 1x 1 0 1] «x 0 1 Ox,—x 0 0 1ljlx,—x,—x,
01 1x,) (00 Ox-x 0 0 Ojx-x, 000 x-x

la ecuacidn implicita de Ses: x,—x, =06 x,+x,=0.

Otro ejemplo: Sea S el s. v. de Z3 dado por las ecuaciones implicitas x, +x, + x, = 0.
Resolviendo este sistema obtenemos las ecuaciones paramétricas y la base de S.

x=—a-f (x 1 1

;Z:E = ;2 =a|0|+A| 1] Ecs. paramétricas deSyBs={(i,5,i),(i,i,6)}.

X, =a X, 1 0

Asi, dimS=2 y |S|=22. Por tanto, S={(0,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(0,1,1)}, siendo (0,1,1)=
(1,0,1)+(1,1,0).

Luego, si S es uns.v. de Z; dado por sus ecuaciones implicitas, se verifica que

dimS=n - rg(matriz de coeficientes de sus ecs. implicitas).

Codigo Lineal de longitud n: es cualquier subespacio vectorial de Z; .
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Ejemplo: Sea la matriz H =

=i Ol Ol

ecuaciones implicitas:

Cy= (Xu ;2!

Ol =~ Ol

= = Ol

Ol Ol =i

= Ol =i

,X_7)€ZZ_/

Ol —I =

=1 Ol Ol

= ]

Ol =1 Ol

ALGEBRA LINEAL

y el siguiente s.v. de Z}, Cy, dado por las

I e]
Ol Ol =i

= Ol =i

Ol i1 =y

L I Y |

Ol Ol Ol

Ch es un cédigo lineal de longitud 7, dimCy=4 y |Cul=2*. A la matriz H se le llama matriz de
paridad del cédigo lineal Cy. Este cédigo lineal se llama Cddigo (7,4) de Hamming donde 7 es
la longitud de las palabras del cédigo, 4 es la dimensién del cédigo y 2* el nimero de
palabras del cédigo.

Para obtener explicitamente todas las palabras del cddigo lineal Cy hay que resolver el
sistema homogéneo dado por las ecuaciones implicitas:

=1 Ol Ol

ol =1 Ol

= = Ol
Ol Ol =i
= Ol Wi
Ol —1 =i
= e
Ol Ol O

Ol Ol [=]]
ol [=1] ol
Ol 1 =

X,
X,

3
X
75
X
x

R |

= Ol Ol =i O =i =

Ol Ol

[=1]

= Ol =i

= = O

Ol =i O| =1 O] =i O

X
. X,
10
10 |=1x,
10
1
0
0
+y7|1|+6
1
0
0

|
Q|

|
QI

X
I

Ol Ol Ol Ol Wi =i =y

XX x|

|
o R
RI ™ X1

Y| %'umll
|
Ql &l

X

U

Dando valores 0 y 1 a los pardmetros a,f,7 y &, obtenemos las 2* palabras del cédigo lineal

Ch.

Obsevacién: si tengo S un s.v. de Z7, dado por todos los vectores de S (tendrdn que ser 2
vectores y k serd la dimensién de S) y quiero calcular las ecuaciones paramétricas
e implicitas de S, tendré que quedarme con los vectores de S que sean l.i., es
decir, tendré que quedarme con k vectores l.i. Estos vectores forman una base de
S y a partir de ellos puedo calcular las ecuaciones paramétricas de S. A
continuacion, eliminando pardmetros, obtengo las ecuaciones implicitas de S. La
matriz de coeficientes del sistema homogéneo, dado por las ecuaciones implicitas
de S, es una matriz de paridad del cédigo lineal S.

A partir de este momento y para simplificar la notacion, las clases de Z,
representardan simplemente como O, 1.

se
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Aplicacion a la teoria de la codificacion

Cuando transmitimos un mensaje puede que llegue distorsionado (mensaje mezclado o con
ruido). Necesitamos enviar los mensajes de forma que cuando llegue afectado de ruido se
pueda detectar este ruido y volver a su forma original. Este proceso se conoce como
codificacion, deteccidn y correccidn de errores y decodificacién.

Por ejemplo, supongamos un mensaje cuya representacion digital es 1011. Codificar 1011
significa transformar la secuencia en otra secuencia binaria, para que si el mensaje se
distorsiona, es decir se produce alglin error en la secuencia digital que se recibe, por
ejemplo se recibe 0011, pueda detectarse y corregirse el error. Un ejemplo de codificacién
es la comprobacion de paridad, es un método sencillo de deteccién de error pero no nos
sirve para corregir el error, no es un cédigo corrector; y ademds, si se cambian dos digitos
no detecta el error. El método consiste en agregar un O o un 1, dependiendo de si el mensaje
tiene una cantidad par o impar de unos. Asi, 1011 se codifica 10111; ahora si esta palabra se
distorsiona a 00111 se sabe que ha ocurrido un error. Otro ejemplo de codificacién es enviar
el mensaje repetido, asi 1011 se codifica 10111011 y si se recibe 00111011 se sabe que hay un
error.

Un codigo binario de longitud n es cualquier subconjunto C de Zj; a los elementos de C se

les llama palabras del cddigo (o palabras cédigo) y cada palabra la usamos para codificar un
mensaje. Se dice que se han producido k errores en una palabra (o mensaje) si se han
cambiado k bits (componentes) de la palabra.

Llamamos peso de una palabra a<Zj, y notamos w(a) al nimero de unos de a. Llamamos
distancia Hamming entre dos palabras a,b € Z}, y notamos &(a,b) al nimero de bits en que
difieren a y b. Asi, w(a)= 9(a,0) y d(a,b)=w(a-b)=w(a+b) (suma médulo 2). Llamamos distancia
del cédigo C, y la notamos 8(C), a la distancia minima entre palabras distintas del cédigo C,
es decir

3(C) = min{ 6(a,b) / abeC y a=b}

Un cédigo C se dice que puede detectar un error, si al cambiar un bit en una palabra del
cédigo se obtiene una palabra que no es del cédigo C. Un cédigo C puede corregir un error si
al detectarse un error en una palabra, sélo hay una palabra del cédigo C que estd a distancia
uno de la palabra con error. Un cddigo C con distancia & puede detectar §-1 errores y puede
corregir e errores con & > 2e +1. Por ejemplo, si 3, la distancia minima entre las palabras de
C, es 3 se podrdn detectar hasta dos errores y corregir un error. Si 8 es 2 no se podrd
corregir ningln error, serd un cédigo detector de un error pero no corrector.

Un cddigo C en Z; es lineal si C es un subespacio vectorial deZj. Si C es un cddigo lineal

entonces 5(C) es el peso minimo de las palabras no nulas de C, es decir
8(C) = min{ w(a) / aeC y a#0 } = Wpyin

Construccion de codigos lineales

Dada H una matriz binaria de n columnas, el conjunto C definido por
X1 N
n .
,...,Xﬂ)eZZ/H :|1=0
X

n

X,

¢ =4(x
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es uns.v. de Z} y por tanto, es un cédigo lineal de longitud n. La matriz H se llama matriz de
X))
paridad del cédigo C, y resolviendo el sistema homogéneo | : |_ o obtendremos todas las

X

palabras del cédigo C determinado por la matriz de paridad H. Por tanto, el cédigo C tiene
dimensién n-rg(H) y el ndmero de palabras del cédigo es |C|=2"9H),

Caodigos lineales capaces de corregir un error

Teorema: Dada una matriz de paridad H, el cddigo C definido por la matriz H es capaz de
corregir un error si 'y sélo si H no contiene ninguna columna de ceros, hi dos columnas iguales.

0001111

Ejemplo: la matriz #={0 1 1 0 O 1 1| del cédigo (7,4) de Hamming cumple las
1010101

condiciones del teorema y, por tanto, es un cédigo capaz de corregir un error. Sin embargo,

0001111
la matriz H={0 1 0 O O 1 1| no cumple el teorema ya que, tiene la primera y
1010101

tercera columnas iguales, y ho va a ser un cédigo corrector. La palabra (1,0,1,0,0,0,0)
pertenece al cédigo y su distancia al origen es dos, asi, la distancia del cédigo es menor o
igual a 2 y por tanto, no es un codigo corrector.

El método que se utiliza para detectar y corregir un solo error en un cédigo C, que cumple las
condiciones del teorema anterior, es el siguiente: sea una matriz H, de n columnas, la matriz

5
de paridad de un cédigo C en las condiciones del teorema anterior; sea y €Zj la palabra
recibida de la cual se sabe que o es una palabra del cédigo o se ha cometido un solo error.

> o - -
1. Si Hy =0 entonces y €C,y por tanto no se ha producido ningln error; luego y es el
mensaje enviado.

> o -

2. Si Hy # 0 entonces y ¢ C,y por tanto se habrd producido un error en la componente i-
- - NN 2 - TR T
ésimade y; luego y =y'+e; con y' una palabra cédigo. Por tanto, Hy =Hy'+ He; = 0+ h;
siendo h; la columna i-ésima de H. Luego, si al calcular Hy obtenemos la columna i-ésima
de H significa que se ha producido un error en la componente i-ésima de la palabra

- - -
original. Asi, cambiando el bit i-ésimo de y, es decir, haciendo y+e; obtendremos el
mensaje enviado.

Observacion: recordamos que la base usual o canénica de Z; es,

1 0 0
0 0 1

Bibliografia:  Matemdtica Discreta. Autor: Norman L. Biggs. Editorial: Vicens Vives.
Matemdticas Discretas. Autor: T. Veerarajan. Editorial: Mc Graw Hill.
Algebra Lineal con Aplicaciones. Autores: George Nakos, David Joyner. Ed.: T.
Thomson.
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EJERCICIOS SOBRE TEORIA DE cODIGOS

Demostrar si los siguientes cddigos binarios en Zj son lineales. Determinar en cada caso la

distancia & del cédigo, el nimero de errores que pueden ser detectados y el que pueden ser
corregidos

a)¢;={(0,0,0,0), (1,1,0,1)}.
b)C,={(11,0,1),(1011)}.
c)C5={(0,0,00),(101,),(0,10,1), (1,1,1,1)}.
d)¢,={(0,0,0,0),(11,1,0),(1,0,1,1),(0,1,0,1)}.

2)

3)

4)

5)

6)

Resolver los Ejercicios 2, 4 y 5 de "Espacios vectoriales generales” de la hoja de espacios
vectoriales. En cada uno de estos ejercicios encontrar una matriz de paridad del cddigo lineal
correspondiente.

Dado el cédigo lineal € = {(0,0,0,0,00), (1,1110,0), (0110,1,0), (001111), (10,100,1),
(100110),(11,00,1,),(0,1,0,1,0,1)}, obtener una matriz de paridad para este cédigo. ¢Cudl es el
ndmero de errores que detecta?, ¢y que corrige?

—_ e
_ O =
= = O
—= O O
o - O
O O =

Hallar todas las palabras del cédigo C cuya matriz de paridad es [ } ¢Cudl es la

O O - -

longitud del cédigo C? ¢Cudl es la dimension de C? ¢Cudl es la distancia de C?

Queremos ser capaces de enviar 128 mensajes diferentes y cada mensaje ha de representarse
como una palabra binaria de longitud 11. Construir una matriz de paridad cuyo cédigo asociado
cumpla estos requisitos y ademds pueda corregir un error.

En la clase de Algebra Lineal se quiere asignar un nimero de identidad, en forma de palabra
binaria, a cada estudiante.

a) Si hay 83 estudiantes, hallar la dimension minima de un cédigo lineal para este proposito.

b)Si el cddigo lineal, para los 83 estudiantes, ha de permitir la deteccion de un error, construir las

ecuaciones paramétricas e implicitas de uno de estos cddigos con longitud de las palabras la
minima posible.

c)Hallar la matriz de paridad de un cddigo lineal de longitud 11 con el propdsito del enunciado

7)

8)

(codificar 83 estudiantes con la minima dimension posible) y tal que permita la correccion de un
error. ¢Se podria hacer con longitud 9?

Dado un cédigo (7,4) de Hamming y recibidos los siguientes mensajes en los que se supone que
hay como mdximo un error, detectar si hay error y, en su caso, corregidlo dando el mensaje
original.

a)(0,1,0,0,1,0,1) b) (1,0,0,1,0,0,1) c)(1,1,0110,)
Construir una matriz de paridad para un cédigo de longitud 15 y dimension 11 capaz de corregir un
error. Dado el cddigo lineal cuya matriz de paridad se ha obtenido y recibidos los siguientes

mensajes en los que se supone que hay como maximo un error, detectar si hay errory, en su caso,
corregirlo dando el mensaje original.

m1)(1,1,10,100,110,10,100) m2)(0,0,0,11110,0,0,10,0,0,1) m3)(1,00110,110,0,0,0,0,1,1)



